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RETTEVEJLEDNING

Opgave 1. Vi betragter fjerdegradspolynomiet P : C — C givet ved
Vze C:P(z)=2z"+52°+102% + 102 + 4.

Desuden betragter vi differentialligningerne

d*x dx d%x dx
I T I T iy P
(*) gt g T T T

og
() — 45— 4 10— + 10— + 4z = e L.

(1) Vis, at
Vz2e€C:P(2)=(2*+32+2)(2* +22+2),

og bestem derneest alle rodderne i polynomiet P.
Lgsning. Ved simpel udgangning far vi, at

V2eC:P(z) =2 +52° +1022 + 102 +4 = (2> + 32+ 2)(2* + 22+ 2).

Rgdderne i polynomiet P er rgdderne i polynomierne Q;(z) = 2?+3z+2
og Qa(2) = 22 + 22 + 2.

Vi finder, at
22+32+2:0<:>z:_3+29_8<:>z:—2\/z:—1,
og at
22+2z+2:0<:>z=_2+24_8@z=—1+z‘v,z:—1—z'.

Polynomiet P har derfor rgdderne —1, -2, —1 +i og —1 — 1.



(2) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (x), og godtgor,
at (%) er globalt asymptotisk stabil.

Lgsning. Pa grundlag af resultatet i det foregaende spgrgsmal ser vi,
at differentialligningen (x) har den fuldsteendige lgsning

r=cre 2 4 cpe”t 4 cze T cos(t) + cys sin(t),

hvor ¢y, ¢cq, c3,¢c4 € R.

Da alle de karakteristiske rgdder, altsa rgdderne i polynomiet P har
negativ realdel, er diffrentialligningen (x) globalt asymptotisk stabil.

(3) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen ().

Lgsning. Da funktionen g(¢) = e~" er en lgsning til differentiallignin-
gen (*) geetter vi pa en speciel lgsning til (xx) af formen f(t) = Ate™?,
og vi far sa, at
df d*f 3 f
— =A(l—te", == = At -2, == =AB —t)e !
g~ A=, J5 = At =2)e, 7y = AB—t)e
og
af
dt*
Ved indseettelse i differentialligningen (%) ser vi, at A = 1.

= A(t —4)e™".

Den fuldstendige lgsning til differentialligningen (xx) er derfor
x=cre ' + et + cze cos(t) + ey sin(t) +te

hvor ¢, ¢, c3,¢4 € R.

(4) Lgs differentialligningen

Py dy
ﬁ—FSEnLy—O.

Lgsning. Pa baggrund af resultatet i spgrgsmal 1 finder vi, at diffe-
rentialligningen

dy | Ldy

— + 3= =0

az ar Y
har den fuldsteendige lgsning

= kie™ " + koe ™,
hvor k’l, k’g € R.



(5) Lad a > 0. Lgs differentialligningen

®) T 4 (@)% 4y =0

for et vilkarligt a > 0.
Lasning. Det karakteristiske polynomium P, for differentialligning (§)

er givet ved
Vz € C: Py(z) = 2>+ (In(a))z + 1.

De karakteristiske rgdder er derfor givet ved udtrykket

—(In(a))+y/(In(a))* — 4
5 .

z =
Vi ser forst pa det tilfeelde, hvor diskriminanten d = (In(a))? — 4 > 0.
Dette er ensbetydende med, at
In(a) < —2VIhna>0&<0<a<e?Va>el

I dette tilfeelde har differentialligningen (§) den fuldsteendige lgsning
xr =

—(In(a)) + 1/(In(a))? — 4
)+h2 exp ( : ),

k1 exp

~(na)) + /(in{a)? 4
( 2

hvor ki, ks € R.

Sa ser vi pa det tilfaelde, hvor diskriminanten d = (In(a))* — 4 = 0.
Dette indtreaeffer, netop nar a = e=2, og nar a = €. heraf far vi, at den
karakteristiske dobbetrod er enten z = 1 eller z = —1. Den fuldstaendige
lgsning er derfor enten

r = kie' + kote' eller x = ke ' + kote ™,

hvor k1, ks € R.

Vi mangler nu blot at se pa det tilfeelde, hvor diskriminanten d =
(In(a))? — 4 < 0. Dette er ensbetydende med, at e < a < e. Den
fuldsteendige lgsning er da

4 — (In(a))? (4 —In(a))?

t) + ko sin (ftﬂ

In(a
x:exp(— ; )t)[klcos(

hvor k1, ks € R.



Opgave 2. Vi betragter differentialligningssystemerne

0g

o _
) {%_ S5r+vy

59 {42

(1) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningssystemet ($), og

begrund, at dette system er globalt asymptotisk stabilt.

Lgsning. Den til differentialligningssystemet ($) hgrende matrix er

= (7).

Det karakteristiske polynomium P : R — R for denne matrix er givet
ved
VteR: P(t) =det(A —tE) = (=5 —t)* — 1,

sa de karakteristiske rodder (og dermed egenveerdierne for matricen A)
erty = —6 og ty = —4.

Vi finder nu de tilhgrende egenrum:

V(—=6) = N(A—(—6)FE) = N(A+6FE) =span{(—1,1)}
og

V(=4)=N(A—(—4)FE) = N(A+4FE) = span{(1,1)}.
Den fuldsteendige lgsning til ($) er da

—1 1
Z—0166t< 1 >+0264t<1><:>

r=—cre %+ e Ay = e 4 cpe ™,

hvor ¢q, ¢y € R.

Da z = z(t) — 0 og y = y(t) — 0 for ¢ — oo er differentialligningssy-
stemet ($) globalt asymptotisk stabilt.



(2) Bestem den specielle lgsning (Z,7) = (Z(¢),9(t)) til (3), saledes at
betingelsen (Z(0),7(0)) = (1,7) er opfyldt.

Lgsning. Betingelsen (Z(0),7(0)) = (1,7) giver os, at —c; +c2 = 1 og
c1+co =7,s8a c; =4 og cog = 3. Heraf far vi sa, at

r=—4e7% 43 Ay =4e % 4 37,

(3) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningssystemet ($$).

Lgsning. Da det(A) = 24 er matricen A reguleer, og vi finder, at

o= ()

En konstant lgsning k til det inhomogene differentialligningssystem

($8) er da
o (5)-( )

Den fuldsteendige lgsning til differentialligningssystemet ($$) er derfor

1 7
Tr = —cle*Gt + 6267416 + - ANy= 0167615 + 626741} — Z’

4
hvor ¢q, ¢y € R.

Opgave 3. Vi betragter vektorfunktionen f : R?> — R? givet ved
V(z,y) € R*: f(z,y) = (2% + ¢?, ™).
Desuden betragter vi maengden
A={(u,v) eR|u>0A -1 <v <2}

(1) Bestem Jacobimatricen (funktionalmatricen) Df(z,y) for vektorfunk-
tionen f i et vilkarligt punkt (z,y) € R2.

Lgsning. Vi far, at

Df(x,y)z( 2¢ 2y )

ye™  xeV



(2)

Bestem determinanten detDf(x,y) for Jacobimatricen Df(z,y) i et
vilkarligt punkt (z,y) € R?.

Bestem dernaest maengden
L ={(z,y) € R*| Df(z,y) er reguleer},
og vis, at L er aben.
Lgsning. Vi ser straks, at detDf(z,y) = 222%™ — 2y%e™ | sa
detDf(z,y) =0 =y cy=aVy=—ux
Heraf far vi, at
L={(z,y) € R*| Df(z,y) er reguleer} =

R*\ {(z,y) e R’ |y =aVy=—z}.

Da mengden {(z,y) € R* | y = & Vy = —z}, som bestar af to rette
linjer, er afsluttet, er meengden L aben.’

Vis, at maengden A er aben og konveks.

Lgsning. Mangden A er faellesmaengden af de tre abne og konvekse
halvplaner

Hy = {(u,v) € R* | u > 0}, Hy = {(u,v) € R* | v > —1}

0g
Hz = {(u,v) € R* | v < 2},

sa derfor er A aben og konveks.

Vis, at meengden
P=f"A) ={(z,y) e R?| f(z,y) € A}

aben. Maengden P er originalmaengden for vektorfunktionen f til maeng-
den A.

Lgsning. Vi ved, at maengden A er aben, og da vektorfunktionen f er
kontinuert, er originalmeengden P aben.



Opgave 4. Vi betragter korrespondancerne F' : R — R og G : R — R,
som er givet ved

0g

(1)

(2)

0,1] for x <0

F(z)=<¢1]-1,2], forz=0
[—1,0], foraz >0
[y,0], fory <0

Gly) = {10.1), fory=0
[0,1], fory >0

Vis, at korrespondancen F' har afsluttet grafegenskaben.
Lgsning. Trivielt, da grafen for F' er afsluttet.

Vis, at korrespondancen F' ikke er nedad hemikontinuert.

Lgsning. Lad os betragte folgen (), som er konvergent med graen-
seveerdien 0. Lad os desuden betregte tallet y = 2. Der findes da ingen
konvergent felge (), som opfylder betingelsen y € F (%) = [-1,0], og

som har graenseveerdien 2. Heraf fglger pastanden.
Vis, at korrespondancen F' er opad hemikontinuert.

Lgsning. Da korrespondancen F' har afsluttet grafegenskaben, og da
alle meengerne F(x) C [—1,2], der er et kompakt interval, er F' opad
hemikontinuert.

Vis, at korrespondancen G ikke er nedad hemikontinuert.

Lgsning. Vi betragter fglgen (—%), der er konvergent med 0 som
greensepunkt. Lad os endvidere betragte tallet 1 € G(0). Der findes
ikke nogen konvergent fglge (z;), sa zp € G(—%), og som har 1 som
greensepunkt. Heraf folger pastanden.

Bestem er forskrift for den sammensatte korrespondance Go F : R —
R.

Lgsning. Vi finder, at
10,1]U[0,1] =[0,1], for x>0
GoF(z)= |J Gy) =1 [-1,2], forz =0 .
YyEF (v) —1,1], for x > 0

Y



